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Nous donnons des exemples de familles de courbes de genre 2 et 3 de finies sur
Q, qui admettent deux morphismes inde pendants vers une courbe elliptique de rang
1 sur Q. La me thode de Dem’janenkoManin peut donc s’appliquer et elle nous
permettra de de terminer comple tement l’ensemble des points rationnels de toutes
les courbes des familles conside re es.  1999 Academic Press
We give examples of families of curves of genus 2 and 3 defined over Q with two
independent morphisms to an elliptic curve of rank 1 over Q. The method of
Dem’janenkoManin may be applied and it will allow us to determine completely the
set of rational points of any curve in the families that we consider.  1999 Academic Press
INTRODUCTION
La conjecture de Mordell, de montre e par G. Faltings en 1983 [Fal1],
e tablit qu’une courbe de genre 2 de finie sur un corps de nombres K
posse de au plus un nombre fini de points K-rationnels. Malheureusement,
tant la preuve de Faltings que ses poste rieures simplifications [Bom, Fal2,
Voj] ne sont pas effectives, dans le sens ou elles ne donnent pas une borne
explicite de la hauteur des points rationnels. La de termination de tous les
points rationnels d’une courbe donne e reste donc un proble me difficile et,
mis a part les arguments triviaux de localisation, seulement deux me thodes
se sont montre es efficaces pour l’attaquer. Elles sont dues respectivement a
C. Chabauty [Cha] (rendue effective par R. F. Coleman [Col]) et a
V. Dem’janenko [Dem] (ge ne ralise e par Y. Manin [Man]). Ces me thodes
s’appliquent a des familles particulie res de courbes: celle de Chabauty,
aux courbes de genre g dont la jacobienne est de rang <g sur K, et
celle de Dem’janenkoManin, aux courbes qui admettent m morphismes
inde pendants vers une courbe elliptique de rang <m sur K.
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Les exemples d’application de la me thode de Chabauty sont nombreux,
nous pouvons citer par exemple [G-G, Col, Flyn, F-P-S, Bru, Wet].
Il n’en est pas de me^me pour la me thode de Dem’janenkoManin;
nous connaissons les re sultats de Dem’janenko [Dem] ame liore s par
J. Silverman [Sil1] et G. Grigorov et N. Rizov [G-R] concernant entre
autres, les familles de courbes Cb de genre 3 d’e quation x4+ y4=bz4 (pour
b # Z tel que la courbe elliptique d’e quation y2=x3&bx soit de rang 1 sur
le corps de nombres conside re ).
Dans ce travail, nous nous proposons d’appliquer la me thode de
Dem’janenkoManin aux familles
F=[Ca : ay2=6(x2&4)(x2+2)(x2+8);
a # Z>0 et Ea2 : y2=x3&a2x est de rang 1 sur Q],
G=[Da : ay2=&x(x&1)(x+1)(x+2)(2x+1)(1+x+x2)
a # Z>0 et Ea2 : y2=x3&a2x est de rang 1 sur Q],
pour montrer le re sultat suivant:
The ore me. Soit Ca # F et Da # G. Alors,
Ca(Q)=[(\2, 0)] si a{6,
{C6 (Q)=[(\2, 0), (\4, \72), \],Da(Q)=[(0, 0), (1, 0), (&1, 0), (&2, 0), (&12, 0)].
Je tiens a remercier Joseph Silverman, Bjorn Poonen et Grigor Grigorov
pour l’attention qu’ils ont bien voulu porter a ce travail.
NOTATION
v Nous allons travailler dans le corps Q des nombres rationnels,
me^me si toutes les de monstrations restent valables en remplac ant Q par un
corps de nombres quelconque.
v Si C est une courbe alge brique de finie sur Q, C(Q) de signe l’ensemble
de points de C a coordonne es dans Q et J(C) la jacobienne de C.
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v Si E est une courbe elliptique de finie sur Q, Tors(E(Q)) de signe le
sous-groupe de torsion de E(Q), et si n # Z"[0] et P # E(Q),
[n]: E  E
P [ P+ } } } +P
n fois
de signe la multiplication par n dans E.
v d(,) de signe le degre du morphisme ,.
v H, la hauteur absolue sur Q .
v h, la hauteur absolue logarithmique sur Q .
v h , la hauteur canonique sur E(Q ).
v Si P=(x, y) # Q2 est un point rationnel du plan affine, nous allons
conside rer h(P)=max(|nume rateur(x)|, |de nominateur(x)| ).
1. PRE LIMINAIRES
1.1. La me thode de Dem’janenkoManin
Soient C une courbe projective non singulie re sur Q, E une courbe ellip-
tique sur Q et ,1 , ..., ,l des morphismes de C dans E de finis sur Q.
De finition. Soit P0 # C(Q), posons , i=,i&,i (P0), i=1, ..., l. Nous




n i, i=0 O ni=0 \i=1, ..., l.
Nous avons le re sultat suivant [Dem, Cas, Serre]:
The ore me. Si ,1 , ..., , l sont inde pendants sur Q et l>rangQ (E), alors
C(Q) est fini et peut e^tre de termine de manie re effective.
Dans cet article, nous allons appliquer la me thode de Dem’janenko
Manin au cas ou K=Q et rangQ (E)=1.
Soit donc E une courbe elliptique de rang 1 sur Q et soit R un
ge ne rateur de la partie libre de E(Q). Soit C une courbe de genre 2,
nous allons supposer qu’il existe deux morphismes ,1 et ,2 : C [ E,
inde pendants sur Q et tels que d(,1)=d(,2)=d.
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Pour tout P # C(Q), il existe par construction, des entiers n et m et des
points T1 , T2 dans Tors(E(Q)) tels que:
{,1 (P)=[n] R+T1,2 (P)=[m] R+T2 .
Par ailleurs, comme Card(Tors(E(Q)))16 [Maz], il existe u # Z"[0]
tel que [u] T=0 pour tout T # Tors(E(Q)) (en fait, il suffit de prendre
u=8_9_7_5). Ainsi,
{[u] ,1 (P)=[un] R[u] ,2 (P)=[um] R, et donc, {
h (,1 (P))=n2h (R)
h (,2 (P))=m2h (R).
(1)
De plus, nous savons que [Sil2, Sil3]
{h
 (S)= 12 h(S)+O(1)
h(,i (P))=dh(P)+Oi (1)
\S # E(Q),
\P # C(Q), i=1, 2,
(2)
Les e quations (1) et (2) impliquent l’existence d’une constante k (ne
de pendant que de E, ,1 et ,2) telle que |m2&n2|<k, ce qui nous permet
de de duire une borne effective pour les entiers n et m, et donc pour le
cardinal de C(Q).
1.2. Estimation de h
Pour de velopper de manie re explicite les diffe rents re sultats du
paragraphe pre ce dent, nous allons donner quelques pre cisions concernant
la hauteur canonique h .
1.2.1. Diffe rence entre h et h
Soit E une courbe elliptique de discriminant 2 et d’invariant modulaire j.
J. Silverman a montre le re sultat suivant [Sil2]:








Dans cet article nous allons travailler exclusivement avec des courbes
elliptiques Ea2 , d’e quation y2=x3&a2x, ou a # Z>0 sans facteur carre , pour
lesquelles J. Silverman, N. Tzanakis et A. Bremner obtiennent l’encadre-
ment plus fin suivant ([S-T-B]):
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1.2.2. Borne infe rieure pour h
Conjecture [Lan]. Il existe une constante c telle que, pour toute courbe
elliptique E de discriminant minimal 2, on ait:
\P # E(Q) d’ordre infini, h (P)c_log(2).
Ce re sultat a e te montre par J. Silverman dans le cas des courbes ellipti-
ques dont l’invariant modulaire est entier [Sil4]. Dans le cas particulier des
courbes Ea2 ( j(Ea)=1728), on a [S-T-B]:
h (P) 116 log(2a
2) \P  Tors(Ea2 (Q))=[O, (0, 0), (a, 0), (&a, 0)]. (4)
1.2.3. Deux re sultats importants
Dans [G-R], G. Grigorov et J. Rizov ont e tudie de plus pre s les courbes
Eb d’e quation y2=x3&bx, ou b # Z>2 . Ils obtiennent les re sultats suivants:
Si on pose
1=[P # Eb (Q); x(P)=st, st0, pgcd(s, t)=1, pgcd(s, b)=1], on a:
v Pour tout P # 1,
}h (P)&12 h((P)) }
log(2)
2
(inde pendant de Eb !) (5)
v Si b est sans puissance quatrie me, [2] P # 1. (6)
2. DE TERMINATION DES POINTS RATIONNELS DANS
DES FAMILLES DE COURBES DE GENRE 2 ET 3
Dans ce paragraphe, nous allons construire des courbes de genre 2 et 3
comme reve^tements de degre 2 de la courbe elliptique Ea . Ces constructions
ont e te inspire es des travaux de F. Lepre vost, E. Howe et B. Poonen
[L-H-P] et de ceux de G. Frey et E. Kani [F-K].




Proposition 1. Soit a # Z>0 sans facteur carre et soit Ca la courbe de
genre 2 d ’e quation ay2= g(x). Alors il existe deux morphismes ,1 et ,2 de
Ca dans Ea2 , inde pendants sur C.
De monstration. Rappelons que Ea2 a pour e quation y2=x3&a2x=f (x).
Construisons _(t)=(c1 t+c2)(t+c3) # Q(t) tel que _ permute les
racines de f (x).
Il suffit de poser _(t)=&a(t+a)(3t&a) pour obtenir
_(0)=a, _(a)=&a et _(&a)=0.









Nous obtenons ainsi la courbe Ca d’e quation ay2=g(x)=6(x2&4)(x2+2)
(x2+8), qui admet les morphismes:
{
,1 : Ca  Ea2




,2 : Ca  Ea2








Comme me l’a sugge re J. Silverman, pour montrer l’inde pendance entre ,1
et ,2 , nous allons utiliser le re sultat suivant [Cas, Lemme 5.]:
Soient C une courbe alge brique, A une varie te abe lienne et 1 , ..., l ,
l morphismes de C vers A. Alors, si on pose d(i , j)= 12(d( i+j)&
d(i)&d(j)), et M la matrice de terme ge ne ral d(i , j) on a:
det(M){0 O 1 , ..., l inde pendants sur C.
Un court calcul montre que d(,1+,2)=6 et d(2,1)=d(2,2)=8 donc,
d(,1 , ,2)=2 et d(,1 , ,1)=d(,2 , ,2)=4, d’ou la proposition.
Corollaire. J(Ca) est isoge ne a Ea _Ea .
De monstration. Cf. [C-F, Chap. 14].
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2.1.2. Hauteurs
Proposition 2. Pour tout P # Ca(Q) on a,
{
log \ 3aa+3++2h(P)h(,1 (P))log(3a)+2h(P) (7)
log \ 3a8a+3++2h(P)h(,2 (P))log(9a)+2h(P). (8)
















4(a+3) H(,1 (P)) r2
8as4(a+6) H(,1 (P)) max(r2, s2)
et finalement,
log \ 3aa+3++2h(P)h(,1 (P))log(3a)+2h(P).
De la me^me fac on, nous obtenons:
log \ 3a8a+3++2h(P)h(,2 (P))
log(9a)+2h(P), d’ou la proposition.
2.1.3. Re sultats
Supposons que Ea2 est de rang 1 sur Q et soit Ra un ge ne rateur de la
partie libre de Ea2 (Q), nous avons montre au paragraphe 1.1, l’existence,
pour tout P # Ca(Q) de deux entiers n et m qui ve rifient
[2] ,1 (P)=[2m] Ra et [2] ,2 (P)=[2n] Ra .
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Les e quations (1), ..., (3), (7) et (8) nous permettent d’obtenir:
|m2&n2|<Ka=
72 log(a)+28 log(2)+3 log(3)
48h (Ra)
(9)
et comme (4) implique h (Ra)116 log(2a2) on a
|m2&n2|<K$a=
72 log(a)+28 log(2)+3 log(3)
6 log(a)+3 log(2)
(10)
et alors, si m{ \n








D’autre part, un court calcul montre que:
(,1\,2)(P) # Tors(Ea2 (Q))
 {P # [(\2, 0)]P # [(\2, 0), (\4, \72), ]
si a{6
si a=6.
Remarques 1. v Si P=(x, y) # Ca(Q) et pour i=1 ou 2, , i (P)=
[m] Ra+T avec T # Tors(Ea2 (Q)), alors ,i ((x, &y))=&[m] Ra+T. En
effet, comme [2] T=0, on a &[m] Ra+T=&([m] Ra+T ).
v L’ine galite (11) nous permet de de duire que m5. Cependant,
quand nous aurons a traiter des cas particuliers, la connaissance d’un
ge ne rateur de Ea2 (Q) nous permettra gra^ce a (12), d’atteindre des re sultats
plus pre cis.
Nous pouvons re sumer ce qui pre ce de en le the ore me suivant:
The ore me 1. Si Ea2 est de rang 1 sur Q,
le cardinal de Ca(Q) est{16_5+2=8216_5+8=88
si a{6,
si a=6.
Corollaire. Si a est un nombre premier congru a 5 ou 7 modulo 8, alors
la courbe de genre 2 d ’e quation ay2=6(x2&4)(x2+2)(x2+8) posse de au
plus 82 points rationnels.
De monstration. Nous savons que si a est un nombre premier congru a
5 ou 7 modulo 8 alors Ea2 est de rang sur Q1 [Kna], d’ou le re sultat
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(en fait, si on admet la conjecture de BirchSwinnerton-Dyer [B-SD, Kob],
Ea2 est de rang exactement 1 sur Q).
Exemple 1. L’arithme tique des courbes elliptiques Ea2 est e troitement
lie e a l’e tude des nombres congruents [Kob, Kna, Ser, Kra, N-W, Tun].
Nous allons utiliser la liste que donne P. Serf de nombres entiers positifs
(sans facteur carre ) tels que Ea2 est de rang 1 sur Q, et de terminer, gra^ce
a la me thode expose e pre ce demment, tous les points rationnels de Ca .
Le tableau suivant donne Ra (ge ne rateur de la partie libre de Ea2 (Q)), Ka
(cf. E quation (9)) et Ca(Q) en fonction de a.
a Ra Ra Ca(Q)
5 (&4, 6) 1.3 [(\2, 0)]
6 (&2, 8) 2.27 [(\2, 0), (\4, \72), \]
7 (25, 120) 1.06 [(\2, 0)]
13 \&3625 ,
1938
125 + 0.87 [(\2, 0)]
14 \&74 ,
147
8 + 1.54 [(\2, 0)]
15 (&9, 36) 2.02 [(\2, 0)]
22 \&29 ,
280
27 + 1.1 [(\2, 0)]
23 \42025289 ,
8506680
4913 + 0.5 [(\2, 0)]
Nous allons voir qu’il est possible d’ame liorer nettement ces derniers
re sultats en proce dant de manie re analogue a [G-R, The ore me 1.5.].
The ore me 2. Pour tout a{6 # Z>0 tel que rang(Ea2)=1 sur Q,
Ca(Q)=[(\2, 0)].
De monstration. Nous savons que si S=(u, v) # Ea2 , alors x([2]S)=











Il est facile de remarquer que les seuls diviseurs communs de
(40z4+4z2x2+x4)2 et 4z6y2 sont 2 et 3 et, si on regarde de plus pre s on
trouve:
pgcd((40z4+4z2x2+x4)2, 4z6y2)=(pgcd(8, x4) pgcd(3, y))2.
Par un raisonnement analogue nous obtenons:
pgcd((32z4+8z2x2+5x4)2, 4z4x2y2)=(pgcd(32, x4) pgcd(3, y))2 pgcd(5, z)2.
Ainsi,
{
h([2] ,1(P))=2 log \ 40z
4+4z2x2+x4
pgcd(8, x4) pgcd(3, y)+
h([2] ,2 (P))=2 log \ 32z
4+8z2x2+5x4
pgcd(32, x4) pgcd(3, y) pgcd(5, z)+
O{
|h([2] ,1 (P))&h([2] ,2 (P))|
2 } log \ 40z
4+4z2x2+x4
32z4+8z2x2+5x4+}+2 } log \
pgcd(8, x4)
pgcd(32, x4) pgcd(5, z)+}
2 log(5.2)+2 log 20=2 log(104).
Par ailleurs, (5) et (6) impliquent:
{
|h ([2] ,1 (P))&h ([2] ,2 (P))|
|h ([2] ,1 (P))& 12h([2] ,1 (P))|+|h ([2] ,2 (P))&
1
2 h([2] ,2 (P))|
+ 12 |h([2] ,1 (P))&h([2] ,2 (P))|
log 2+log 104=log 208.
En remarquant que pour tout S # Ea2 h ([2] S)=4h (S), nous obtenons:




Comme dans le paragraphe 1, pour tout P # C(Q), il existe par construc-
tion, des entiers n et m et des points T1 , T2 dans Tors(Ea2 (Q)) tels que
{,1 (P)=[n] R+T1,2 (P)=[m] R+T2 .
De (1) et (13) nous pouvons conclure: min(m, n)(2 log 208
log(2a2))&12 O min(m, n)<1 de s que a25. Le cas ou a24 ayant e te
traite dans l’exemple 1, le the ore me s’ensuit.
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2.2. Courbes de Genre 3
2.2.1. Construction
Posons h(x)=&x(x&1)(x+1)(x+2)(2x+1)(1+x+x2).
Proposition 3. Soit a # Z>0 sans facteur carre et Da la courbe de genre
3 d ’e quation ay2=h(x). Alors, il existe deux morphismes ,1 et ,2 de Da dans
Ea2 , inde pendants sur C.
De monstration. Si x et z ve rifient f (z)= f (w) (ou f (x)=x3&a2x) et
z{w, alors il est facile de voir que (z, w) est un point de la conique
D0 : z2+wz+w2=a2.

















Nous avons les morphismes suivants de Da vers Ea2 :
{
,1 : Da  Ea2
(t, s) [ \z(x), a
2y
(1+x+x2)2+ ,
,2 : Da  Ea2
(t, s) [ \w(x), a
2y
(1+x+x2)2+ .
Il est facile de ve rifierpar la me^me me thode que dans la Proposi-
tion 1que ,1 et ,2 sont inde pendants sur C.
Corollaire. Il existe une courbe elliptique E$a2 de finie sur Q telle que
J(Da) est isoge ne a Ea2 _Ea2 _E$a2 .
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De monstration. Il suffit de montrer que les formes diffe rentielles





Quand nous e crivons ,*1 (dx1 y1) et ,*2 (dx2 y2) dans la base dxy, x dxy,






qui est de rang 2, d’ou le corollaire.
2.2.2. Hauteurs
Proposition 4. Pour tout P # Da(Q) on a,
{
log \ 3a4a+3++2h(P)h(,1 (P))log(3a)+2h(P) (14)
log \ 3a3a+2++2h(P)h(,2 (P))log(3a)+2h(P). (15)
















3(4a+3) H(,1 (P)) max(|r|, |s| )
3ar3(4a+3) H(,1 (P)) max(|r|, |s| ),
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et finalement,
log \ 3a4a+3++2h(P)h(,1 (P))log(3a)+2h(P).
De la me^me fac on nous obtenons:
log \ 3a3a+2++2h(P)h(,2 (P))
log(3a)+2h(P), d’ou la proposition.
2.2.3. Re sultats
Supposons que Ea2 soit de rang 1 sur Q et soit Ra un ge ne rateur de la
partie libre de Ea2 (Q), nous avons montre au paragraphe 1.1, l’existence,
pour tout P # Da (Q) de deux entiers n et m qui ve rifient
[2] ,1 (P)=[2m] Ra et [2] ,2 (P)=[2n] Ra .
Les e quations (1), ..., (3), (14) et (15) nous permettent d’obtenir:
|m2&n2|<Ka=
72 log(a)+24 log(5)+21 log(2)
48h (Ra)
(16)
et comme (4) implique h (Ra)116 log(2a2) on a
|m2&n2|<K$a=
72 log(a)+24 log(5)+21 log(2)
6 log(a)+3 log(2)
(17)
et alors, si m{ \n,
{








D’autre part, un court calcul montre que:
(,1\,2)(P) # Tors(E(Q))
 P # [(0, 0), (1, 0), (&1, 0), (&2, 0), (&12, 0)].
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Remarques 2. v Comme dans le cas du genre 2, si P=(x, y) # Da(Q)
et pour i=1 ou 2, ,i (P)=[m] Ra+T ou T # Tors(E(Q)), alors
,i ((x, &y))=&[m] Ra+T.
v L’ine galite (19) nous permet de de duire que m5.
Nous pouvons re sumer ce qui pre ce de en le the ore me suivant:
The ore me 3. Si Ea2 est de rang 1 sur Q,
le cardinal de Da(Q) est 16_5+5=85.
Corollaire. Si a est un nombre premier congru a 5 ou 7 modulo 8, alors
la courbe de genre 3 d ’e quation ay2=&x(x&1)(x+1)(x+2)(2x+1)
(1+x+x2) posse de au plus 85 points rationnels.
De monstration. Analogue au cas des courbes de genre 2.
Exemple 2. Le tableau suivant donne, comme dans le cas des courbes
de genre 2, Ra et Ka (cf. e quation (13)) et Da(Q) en fonction de l’entier a.
a Ra Ka Da(Q)
5 (&4, 6) [(0, 0), (1, 0), (&1, 0), (&2, 0), (&12, 0)]
6 (&2, 8) [(0, 0), (1, 0), (&1, 0), (&2, 0), (&12, 0)]
7 (25, 120) [(0, 0), (1, 0), (&1, 0), (&2, 0), (&12, 0)]
Dans ce cas il est aussi possible d’ame liorer nettement ces derniers
re sultats en conside rant (5) et (6).
The ore me 4. Pour tout a # Z>0 tel que rang(Ea2)=1 sur Q,
Da(Q)=[(0, 0), (1, 0), (&1, 0), (&2, 0), (&12, 0)].
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Il est facile de remarquer que les seuls diviseurs communs de (7x2z2+
6xz3+2zx3+x4)2 et 4z6y2 sont 2 et 3 et, si on regarde de plus pre s on
trouve
pgcd((7x2z2+6xz3+2zx3+x4)2, 4z6y2)=(pgcd(2, x) pgcd(3, y))2.
Par un raisonnement analogue nous obtenons:
pgcd((2x4+x2z2+2+2xz3+2zx3)2, 4z6y2)
=(pgcd(2, x) pgcd(2, z) pgcd(3, y))2.
Ainsi,
{
h([2] ,1 (P))=2 log \7x
2z2+6xz3+2zx3+x4
pgcd(2, x) pgcd(3, y) +
h([2] ,2 (P))=2 log \ 2x
4+x2z2+2+2xz3+2zx3
pgcd(2, x) pgcd(2, z) pgcd(3, y)+
O{
|h([2] ,1 (P))&h([2] ,2 (P))|
2 } log \ 7x
2z2+6xz3+2zx3+x4
2x4+x2z2+2+2xz3+2zx3+ }+2 |log 2|
2 log(2.01)+2 log 2=2 log(4.02).
Par ailleurs, (5) et (6) impliquent:
{
|h ([2] ,1 (P))&h ([2] ,2 (P))|
|h ([2] ,1(P))& 12h([2] ,1 (P))|+|h ([2] ,2 (P))&
1
2 h([2] ,2 (P))|
+ 12 |h([2] ,1 (P))&h([2] ,2 (P))|
log 2+2 log 4.01.
En remarquant que pour tout S # Ea2 , h ([2] S)=4h (S), nous obtenons:
|h (,1 (P))&h (,2 (P))|
log 2+2 log 4.01
4
. (20)
Comme dans les pre liminaires, pour tout P # C(Q), il existe par con-
struction, des entiers n et m et des points T1 , T2 dans Tors(Ea2 (Q)) tels
que:
{,1 (P)=[n] R+T1,2 (P)=[m] R+T2 .
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De (1) et (20) nous pouvons conclure:
min(m, n)





O min(m, n)<1 de s que a8.
Le cas ou a7 ayant e te traite dans l’exemple 2, le the ore me s’ensuit.
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